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Resonancia ciclotro´nica y dispersio´n inela´stica de luz
en puntos cua´nticos semiconductores
Augusto Gonza´lez
Instituto de Ciberne´tica, Matema´tica y F´ısica, Calle E 309, Vedado, Ciudad Habana, Cuba∗
Alain Delgado
Centro de Aplicaciones Tecnolo´gicas y Desarrollo Nuclear,
Calle 30 No 502, Miramar, Ciudad Habana, Cuba†
Resumimos un conjunto de resultados teo´ricos relacionados con la absorcio´n en el infrarojo y la
dispersio´n inela´stica (Raman) de luz en puntos cua´nticos semiconductores. Cuando es posible, se
presenta la comparacio´n cualitativa con mediciones experimentales recientes.
I. INTRODUCCIO´N
El enorme intere´s que se manifiesta recientemente ha-
cia los dispositivos semiconductores de taman˜o nanome´-
trico tiene dos aristas. Por un lado, al reducir las dimen-
siones se puede aumentar el nivel de integracio´n (es decir,
el nu´mero de elementos, transistores, etc por unidad de
a´rea). Y por otro lado, al reducir las dimensiones dismi-
nuyen los tiempos de respuesta, o sea que los dispositivos
funcionan mas ra´pidamente. En ambos casos, el resul-
tado es un elemento electro´nico u o´ptico mas pequen˜o y
potente.
La tendencia a reducir el taman˜o se encuentra, sin
embargo, con un l´ımite natural, el denominado l´ımite
cua´ntico, que podr´ıamos resumir en que los dispositivos
no pueden ser mas pequen˜os que a´tomos, las cargas no
mas pequen˜as que la del electro´n, ni la intensidad de luz
absorbida o emitida menor que la de un foto´n.
La nanotecnolog´ıa y la nanociencia producen y es-
tudian dispositivos compuestos de varios a´tomos, o de
varias mole´culas, o de varias capas ato´micas en un so´lido,
o donde intervienen unos pocos electrones. Como ejem-
plo citemos el trabajo [1] donde, a trave´s de mediciones
de conductancia de alta precisio´n es posible establecer
que en un punto cua´ntico esta´n confinados 1, 2, 3, . . . ,
hasta 40 electrones.
En el presente art´ıculo nos concentramos en procesos
o´pticos que tienen lugar en puntos cua´nticos semiconduc-
tores, en particular la absorcio´n de luz en el infrarrojo y
la dispersio´n inela´stica de luz (efecto Raman). Aunque
no se pretende una comparacio´n directa con el experi-
mento, nuestros resultados esta´n motivados por datos
experimentales recientes2,3, con los cuales se hace una
comparacio´n cualitativa. Los resultados son expuestos
de forma resumida en las pro´ximas seccio´nes. Los de-
talles pueden hallarse en las versiones publicadas4,5,6,7.
II. RESONANCIA DE CICLOTRO´N EN
PUNTOS CUA´NTICOS
Consideremos un sistema de electrones cuyo
movimiento esta´ confinado a un plano y sobre los
cuales actu´a un campo magne´tico perpendicular al plano
de movimiento. Tambie´n a lo largo de la normal, hace-
mos incidir luz polarizada circularmente. La absorcio´n
de luz en el infrarrojo mostrara´ un u´nico pico localizado
en la denominada energ´ıa de ciclotro´n, ~ωce = ~eB/me.
Este resultado se conoce como Teorema de Kohn8 y
se debe a que la luz se acopla con el centro de masa
del conjunto de electrones. Para un sistema de huecos,
que se comportan como part´ıculas con carga positiva,
la posicio´n del pico de absorcio´n se halla por la misma
formula (basta sustituir me por mh), pero la polari-
zacio´n de la luz es opuesta. Los electrones absorben la
polarizacio´n σ+ y los huecos la σ−.
Este razonamiento permite comprender a grandes ras-
gos el experimento reportado en [2], donde en esencia se
mide la absorcio´n de ciclotro´n para electrones en un pozo
cua´ntico como funcio´n de la concentracio´n de electrones
en el mismo. A diferencia del problema mencionado en
el pa´rrafo anterior, un segundo la´ser con energ´ıa supe-
rior a la brecha del semiconductor crea pares electro´n-
hueco, con lo que el sistema no contiene so´lo cargas
negativas, sino muchos electrones y un hueco. Por esa
razo´n, la posicio´n del pico de absorcio´n deja de seguir
la formula simple mencionada mas arriba y comienza a
depender de la concentracio´n (densidad superficial) de
electrones. Los resultados experimentales son “interpre-
tados” en te´rminos de excitacio´nes colectivas del tipo
plasmo´n mas un hueco. Dichos resultados pueden re-
sumirse en que el pico de absorcio´n se corre hacia el azul
a medida que aumenta la concentracio´n de electrones.
En el trabajo [4] se calcula la absorcio´n en el infrarrojo
de sistemas compuestos por unos pocos electrones (de
2 a 5) y un hueco. En el plano del movimiento se ha
superpuesto, adema´s, un potencial parabo´lico, con el cual
modelaremos un punto cua´ntico8. El trabajo extiende
los ca´lculos presentados previamente para el biexcito´n (2
electrones mas 2 huecos) en un punto9.
La comparacio´n directa de nuestros resultados con
el experimento reportado en [2] desde luego que no es
posible. El confinamiento lateral puede inducir compor-
tamientos que no esta´n presentes en el caso infinito. Sin
embargo, uno espera que cualitativamente se reproduzca
el corrimiento al azul observado en el experimento. Por
otro lado, no existen impedimentos para realizar medi-
ciones directamente en un punto cua´ntico o en un arreglo
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FIG. 1: Posicio´n de los picos de absorcio´n y fortalezas de oscilador para el trio´n en estados tripletes (Se = 1) y singletes
(Se = 0) de esp´ın y polarizacio´n de la luz σ
±.
de puntos. No´tese que en [2] la absorcio´n en el infrarrojo
se mide indirectamente a trave´s de los cambios inducidos
en la luminiscencia cuando el haz infrarrojo es conectado.
Y la luminiscencia es una te´cnica extremadamente sensi-
ble y de facil implementacio´n.
Para los ca´lculos utilizamos un modelo simple de dos
bandas con para´metros apropiados para el GaAs. La
matr´ız hamiltoniana se diagonaliza exactamente en una
base de funciones de part´ıculas libres en un campo
magne´tico. Las dimensiones de esta matr´ız esta´n entre
40,000 para los sistemas mas pequen˜os y 350,000 para los
mas grandes. Matrices de estas dimensiones son diagona-
lizadas con ayuda del algoritmo de Lanczos10, el cual nos
permite obtener un conjunto de los autovalores mas ba-
jos de energ´ıa. El error estimado para las energ´ıas de
excitacio´n es de 0.02 meV y para las fortalezas de os-
cilador (normalizadas a la unidad) de 0.02.
Un ejemplo de los resultados se muestra en la Fig. 1.
En este caso, el sistema tratado es el trio´n o X− ( es
decir 2 electrones y un hueco, lo que dar´ıa una carga
neta igual a -1. En general, Xn− designara´ a un sis-
tema compuesto por n + 1 electrones y un hueco). Los
gra´ficos esta´n separados de acuerdo a la proyeccio´n sobre
el campo magne´tico del esp´ın total de los electrones, Se
y a la polarizacio´n de la luz absorbida. Los puntos en
los gra´ficos dan las posicio´nes de los picos principales de
absorcio´n. Como informacio´n adicional damos tambien
la fortaleza de oscilador en forma de un c´ırculo centrado
en la posicio´n del pico de absorcio´n. De manera que un
c´ırculo grande simboliza un pico fuerte de absorcio´n.
En los gra´ficos se ven tambie´n l´ıneas gruesas que sim-
bolizan la posicio´n de los ma´ximos de Kohn para elec-
trones o huecos en un punto cua´ntico parabo´lico8:
∆E
(e)
± = ~Ωe ±
~ωce
2
, (1)
∆E
(h)
± = ~Ωh ∓
~ωch
2
, (2)
donde Ωe =
√
ω20e + ω
2
ce/4, ω0e es la frecuencia corres-
pondiente al confinamiento lateral de los electrones, etc.
El sub´ındice ± en la energ´ıa se refiere a la absorcio´n de
un foto´n con polarizacio´n σ±.
El resultado principal de nuestros ca´lculos se puede re-
sumir en que la interaccio´n entre los electrones y el hueco
provoca un corrimiento de los picos de absorcio´n con res-
pecto a la posicio´n predicha por (1, 2). La dependencia
de este corrimiento respecto a la carga neta, n, del punto
cua´ntico es la siguiente: cuando n va de 1 a 3 el cor-
rimiento disminuye (es decir, los picos se acercan a las
3posicio´nes dadas por (1, 2)), mientras que para n = 4
crece nuevamente, manifestando la tendencia observada
en el experimento de que cuando la concentracio´n de elec-
trones aumenta los picos de absorcio´n se corren hacia el
azul.
III. DISPERSIO´N RAMAN EN PUNTOS
CUA´NTICOS
Consideremos, otra vez, el modelo simplificado de
punto cua´ntico parabo´lico descrito en la seccio´n anterior,
pero incluyamos en el decenas de electrones. La intencio´n
es acercarnos a las condiciones de los experimentos [3],
en los cuales se miden las intensidades Raman en pun-
tos con decenas o cientos de electrones. La dispersio´n
de la luz en este modelo se puede calcular a partir de la
teor´ıa de perturbaciones de segundo orden11. Es decir,
el tra´nsito desde un estado inicial electro´nico, |i〉, hasta
un estado final, |f〉, con la consiguiente absorcio´n de un
foto´n de frecuencia νi y emisio´n de otro de frecuencia νf ,
se realiza a trave´s del paso (virtual) por estados inter-
medios, |int〉. En las condiciones de los experimentos, la
energ´ıa del foto´n incidente es hνi & Egap, donde Egap es
la brecha del semiconductor, por lo que los estados inter-
medios contienen, adema´s de los electrones iniciales, un
par adicional electro´n - hueco.
La amplitud del proceso se calcula a partir de la ex-
presio´n:
Afi ∼
∑
int
〈f,Ni − 1, 1f |H
+
e−r |int,Ni − 1〉〈int,Ni − 1|H
−
e−r|i, Ni〉
hνi − (Eint − Ei) + iΓint
, (3)
donde He−r es el hamiltoniano de interaccio´n de los elec-
trones con la radiacio´n y Γint es el ancho energe´tico
(fenomenolo´gico) de los niveles intermedios. Ni es el
nu´mero de fotones en el haz incidente.
El ca´lculo de Afi requiere de : a) Las energ´ıas y fun-
ciones de onda uniparticulares de electrones y huecos, que
son obtenidas en la aproximacio´n de Hartree-Fock. Las
mismas son utilizadas como punto de partida en los pasos
posteriores. b) Los estados finales de Ne electrones, |f〉,
hallados por medio de la aproximacio´n de fase aleatoria
(RPA por sus siglas en ingle´s)12. c) Los estados interme-
dios de Ne + 1 electrones y un hueco, |int〉, que se ob-
tienen a partir del denominado formalismo pp-RPA. Y,
finalmente, d) calcular los elementos de matr´ız de He−r
con estas funciones y realizar la suma (3).
Con las amplitudes Afi uno calcula la seccio´n eficaz de
dispersio´n:
dσ
dνf
∼
∑
f
|Afi|
2δ(Ei + hνi − Ef − hνf ), (4)
que es la magnitud medida experimentalmente.
Como se menciono´ antes, en el conjunto de experimen-
tos discutidos en [3] se obtienen los espectros Raman en
puntos con decenas o cientos de electrones. Mediciones
sin o en presencia de campos magne´ticos, sin o teniendo
en cuenta la polarizacio´n de la luz incidente y reflejada,
bajo diferentes condiciones de resonancia, son reportadas
en estos experimentos. De forma simplificada, podemos
resumir los resultados as´ı: bajo condiciones de resonan-
cia extrema (es decir cuando hνi pra´cticamente coincide
con Egap) el espectro Raman es dominado por excita-
ciones uniparticulares, mientras que a 40 meV o mas por
encima de Egap los picos Raman esta´n asociados a es-
tados finales que representan excitacio´nes colectivas (de
esp´ın o de carga). En los experimentos, hνi no va mucho
mas alla´ de 40 meV por encima de Egap con el objetivo de
no inducir procesos con fonones o´pticos. El efecto prin-
cipal del campo magne´tico es mezclar las excitacio´nes de
esp´ın y de carga, asi como desplazar la posicio´n de los
picos Raman.
En el art´ıculo [7] se presenta un ana´lisis detallado de
la dispersio´n Raman a cero campo magne´tico. Se consi-
deran tres condiciones de resonancia: a) Egap − 30 meV
< hνi < Egap, b) Egap < hνi < Egap+30 meV (resonan-
cia extrema) y c) Egap+30 meV < hνi. El caso a) no ha
sido abordado experimentalmente pero en el art´ıculo se
muestra su utilidad para identificar los diferentes picos
en el espectro. La teor´ıa presentada en [7] reproduce de
forma cualitativa los aspectos mas relevantes observados
en el experimento y sen˜ala otros, como por ejemplo el pa-
pel de Γint y su dependencia con la energ´ıa de excitacio´n,
que no hab´ıan sido notados previamente.
Como ejemplo y resumen de los resultados de [7], en
la Fig. 2 mostramos la intensidad del pico mas im-
portante del espectro (excitacio´n monopolar colectiva de
carga) como funcio´n de la energ´ıa de excitacio´n, hνi. La
brecha efectiva en este caso es aproximadamente 1600
meV. En el caso hνi < Egap observamos una dependencia
mono´tona de la intensidad del pico Raman. En resonan-
cia extrema, por el contrario, las oscilaciones abruptas
de la intensidad esta´n asociadas a estados intermedios
resonantes con hνi. Cuando hνi > Egap + 30 meV, el
aumento de Γint hace que se pierda la dependencia os-
cilante con Γint observada antes y, en general, provoca
una disminucio´n de la intensidad. So´lo para determina-
dos estados intermedios del tipo “excito´n + excitacio´n
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FIG. 2: Intensidad del pico Raman asociado a un estado final monopolar de carga como funcio´n de hνi. Una resonancia en el
canal de salida a 1642 meV es modelada.
colectiva”, Γint conserva valores relativamente pequen˜os.
En la figura, uno de estos estados es el responsable del
aumento de intensidad en hνi ≈ 1642 meV. En la figura
se han incluido, adema´s, en forma de l´ıneas verticales los
numeradores que entran en la suma (3). La comparacio´n
con las intensidades Raman muestra que los efectos de
interferencia son poco importantes en estos procesos.
Otros resultados con y sin campo magne´tico externo
inclu´ıdo son presentados en [6]. El caso de puntos
cua´nticos neutros o no dopados, donde una poblacio´n
de electrones y huecos con Ne = Nh es inducida por un
segundo la´ser, es tratado en [5]. Este u´ltimo caso hasta el
momento no cuenta con una comprobacio´n experimental.
IV. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS
Hemos presentado a grandes rasgos los resultados de
los art´ıculos [4,5,6,7] sobre absorcio´n en el infrarrojo y
dispersio´n Raman en puntos cua´nticos, as´ı como los ex-
perimentos [2,3] que motivaron estos ca´lculos.
La perspectiva mas interesante que se abre ante nues-
tros ojos se relaciona con el efecto Raman. Ca´lculos deta-
llados en presencia de campo magne´tico son interesantes
de por si y necesarios en caso de una comparacio´n con
resultados experimentales. Por otro lado, el ancho de los
niveles intermedios Γint (o por lo menos la contribucio´n
fono´nica al mismo) puede ser calculado e introducido en
la expresio´n (3). Tal y como se mostro´ en [7] con un
ansatz fenomenolo´gico para Γint, incluir la dependencia
de Γint con la energ´ıa de excitacio´n es imprescindible
para una descripcio´n correcta de la dispersio´n Raman
cuando hνi > Egap + 30 meV. Otra posibilidad intere-
sante es la descripcio´n de las resonancias en los canales
de salida, que en [13] se interpretaron como “excito´n +
excitacio´n colectiva”. La modificacio´n requerida en nue-
stro formalismo consiste en an˜adir a los estados interme-
dios (que en esencia se construyen como un par electro´n
- hueco por encima del estado de Hartree - Fock de Ne
electrones) otras componentes que correspondan a un par
electro´n - hueco mas una excitacio´n del estado de Hartree
- Fock. Estas perspectivas teo´ricas y el intere´s mostrado
por experimentalistas en retomar las mediciones Raman
sobre bases superiores garantizan que el efecto Raman
continuara´ siendo un tema de trabajo excitante en los
pro´ximos an˜os.
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